ELECTRICIDAD Y MAGNETISMO. Electrostatica-Medios materiales.

1) Una carga puntual positiva Q esté en el centro de una capa conductora esférica con radio interior R; y radio
exterior R,. Determine E y V como funciones de la distancia radial R.

2) Suponga un tubo de cobre muy largo con radio exterior de 3 cm y radio interior de 2 cm, que rodea una
linea de carga de 60 pCm™ situada en su eje. Calcular:
a) Eenr=1m,25cmy15cm.
b) La diferencia de potencial entre la superficie interior y la exterior del tubo.

3) Considere dos conductores esféricos con radios by y b, (b,>b,), conectados por un alambre conductor. Se
deposita una carga total Q en las esferas. La distancia entre los conductores es muy grande en comparacion
con los radios de las esferas, de modo que las cargas en los conductores esféricos se distribuyen
uniformemente. Calcular las densidades de carga superficial y las intensidades de campo eléctrico en la
superficie de las esferas.

4) Un cilindro conductor de radio R y longitud L, lleva una carga Q. Coaxialmente con él se disponen dos coronas
cilindricas conductoras. La primera, de radios R; y Ry, lleva la carga Q’, y la segunda, de radios Rs y Ry, esta
conectada a tierra. Calcular:

a) la distribucidn de cargas y sus respectivas densidades.
b) el campo eléctrico en las distintas regiones del espacio (suponer los cilindros muy largos).
c) el potencial eléctrico en las distintas regiones del espacio.

5) Sea un conductor, en el que existe una cavidad interior, sometido a un campo eléctrico. Hallar el campo
eléctrico existente en el interior de la cavidad asi como la densidad de carga en la superficie de ésta.

6) Expresar la energia almacenada por varios conductores independientes entre si.

7) Una esfera conductora de radio R; y carga Q, se rodea de una corona esférica conductora concéntrica de radios
R,y R, siendo R,<Rs, y con carga 2Q. Calcular:
a) La distribucion de cargas y el campo eléctrico en cada una de las regiones del  espacio.
b) La diferencia de potencial entre la esfera y la corona esférica.
c) La capacidad entre la esfera y la corona esférica.

8) Un condensador cilindrico consiste en un cilindro conductor
interno de radio a y una corona cilindrica externa coaxial de radio
interior b. El espacio entre los dos conductores esta lleno de un
dieléctrico con permitividad ¢ y la longitud del condensador es L.
Hallar la capacitancia del condensador.

9) Entre dos cilindros conductores coaxiales, de radios a y b (b=2a), se introducen dos capas de dieléctrico que
llenan el espacio entre los conductores. El limite de separacion entre los dieléctricos es la superficie cilindrica
de radio c, coaxial con los otros dos. Las permitividades respectivas de los dieléctricos son: =4¢, Y &. Si entre
los conductores se aplica una tension V,:

a) calcular el valor de & para que el campo sobre la superficie del cilindro de radio a sea cuatro veces
superior al campo en el dieléctrico sobre la superficie de radio b.
b) hallar la capacidad por unidad de longitud del sistema con los valores de & dado y &, obtenido.
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10) Calcular la capacidad de un condensador esférico con armaduras de radios R; y R,, siendo R,>R;, que se llena
con un dieléctrico perfecto de permitividad relativa g=a/R, en la que a es una constante y R la distancia al
centro del condensador.

11) Calcular para una carga puntual en el centro de una esfera dieléctrica el vector de polarizacién y las densidades
de cargas ligadas. Dibujar D, E y V en funcién de r. Emplear Q=10 C, R=2 cm, &,=3. Repetir estas gréficas en
ausencia de la esfera dieléctrica.

12) Una esfera dieléctrica de radio a esté polarizada de forma que P=(K/R)a,, siendo a, el vector unitario radial.
a) Calcular las densidades volumétrica y superficial de carga ligada.
b) Calcular la densidad volumétrica de carga libre.
c) Calcular el potencial dentro y fuera de la esfera.
d) Representar graficamente la variacion del potencial con la distancia.

13) Una esfera de dieléctrico simple esta uniformemente polarizada en la direccion del eje z, con P = 210°° a,

(Cm™). Calcular: a) las densidades de carga de polarizacién. b) el potencial eléctrico en el centro de la esfera. c)
demostrar que la densidad de carga libre en el dieléctrico es nula.

14) En un material de constante dieléctrica &, existe un campo eléctrico uniforme. Si se practica una cavidad
esférica en el interior del material, calcular el campo eléctrico existente en el centro de la cavidad.

15) Dos medios dieléctricos con permitividades ¢; y &, estdn separados por una frontera libre de cargas. La
intensidad de campo eléctrico en la interface en el medio 1 tiene magnitud E; y forma un angulo o, con la
normal. Determine la magnitud y la direccion de la intensidad de campo eléctrico en dicho punto de la interface
en el medio 2.

16) Sea un condensador de placas plano-paralelas rectangulares. La superficie de cada placa es S, y estan separadas
una distancia I. Despreciando los efectos de borde, si se aplica una tension constante V, entre las placas
calcular:

a) El campo eléctrico en el interior, la densidad de carga superficial en las placas, la energia almacenada
por el condensador Y su capacidad.

b) Repetir el apartado a), suponiendo que se introduce un dieléctrico de dimensiones 1/2 x S, y
permitividad relativa «,.

c) Repetir el apartado b), pero suponiendo que se desconecta la fuente de tensién antes de introducir el
dieléctrico.

17) Disponemos de dos condensadores idénticos, de placas plano-
paralelas, cuya superficie es S y espesor d, como indica la figura.
Entre las placas existe un dieléctrico de permitividad & = 100¢,.

Un vez cargados con un diferencia de potencial V,, vy A
desconectada la bateria, en un instante dado se fractura el g b’_ﬁ,{a{j}.ﬁ
- 7 - . -“: _—
dielectrico entre las placas del condensador (1), de forma que se 14 %J’g}i,_.'::--gé &
abre una fisura plana y paralela a las placas, de espesor 0.01-d. ' g ‘rj:‘-}‘fi‘.‘f&'s;.‘jﬁ“\
-e’Z:‘*:‘i“‘"’“ |

Calcular:

S

a) los vectores E y D en los condensadores (1) y (2) antes y
después de la fractura.

b) la diferencia de potencial entre las placas de los
condensadores tras la fractura.
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18) Cuando se usa un cable coaxial para transmitir energia eléctrica, el radio conductor interior estd determinado
por la corriente de carga, y el tamafio total por la tensién y el tipo de material aislante que se utilice. Suponga
que el radio del conductor interno es ri= 2 mm, y que el material aislante es poliestireno, cuya constante
dieléctrica relativa y rigidez dieléctrica son, respectivamente, 2.6 y 20-10° VV/m. Determine el radio interior, r,,
del conductor externo para que, con una tensién aplicada entre los conductores externo e interno de 10 kV, la
intensidad maxima del campo eléctrico en el material aislante no exceda el 25% de su rigidez dieléctrica.

19) Un condensador de placas plano-paralelas, separadas una distancia d, tiene un dieléctrico en su interior, ausente
de cargas libres, cuya permitividad dieléctrica relativa, ¢,, depende de la distancia a una de las placas, x.
Calcular la capacidad del condensador si ¢, viene dada por:

1

r— X2

1-2
3d?

20) Dentro de un condensador de placas plano-paralelas, de seccion A y espesor d, introducimos un dieléctrico de
permitividad no uniforme, siendo y la direccidn perpendicular a las placas. Despreciando los efectos de borde y
en caso de no existir cargas libres en el interior del dieléctrico, calcular:

a) el campo eléctrico, el desplazamiento eléctrico y el vector de polarizacion, cuando aplicamos una
diferencia de potencial V, entre las placas.
b) las densidades de carga de polarizacion.
c) la capacidad del condensador.
=g, (1+ Xj
d

21) Demostrar que en un dieléctrico lineal no homogéneo, puede existir una densidad volumétrica de carga ligada
en ausencia de densidad de carga libre. Calcular su valor. Sol: -go(E -V g)/ &

22) Si el espacio entre dos cilindros conductores coaxiales alargados esta ocupado por un dieléctrico, ;,cémo debe
variar la permitividad relativa con la distancia r al eje para que la intensidad del campo eléctrico sea
independiente de r?. ;Cudl seria la densidad volumétrica de carga ligada®?.

Sol: g=K/r, pp=A/27Kr, siendo A la densidad lineal de carga en el cilindro interior.

23) Un electrete tiene la forma de una lamina delgada circular de radio R y espesor t, polarizada permanentemente
en la direccion paralela a su eje. La polarizacion P es uniforme en todo el volumen del disco. Calcular E y D
sobre el eje, tanto dentro como fuera del disco.

24) Una esfera de radio a estd formada por un dieléctrico homogéneo, con constante dieléctrica relativa ;. La
esfera esté centrada en el origen del espacio libre. El potencial eléctrico viene dado en el interior y exterior de
la esfera, respectivamente, por:

3E,R-cosé
& +2

V. =

in

E.a’ -
O? .gr_l.cosg
R® & +2

Comprobar que se cumplen las condiciones de contorno para el campo eléctrico y el desplazamiento
eléctrico en la superficie de la esfera.

V.. =—E,R-cosé+

25) Desplazamos la carga 3 una distancia d/2 hacia la izquierda, manteniendo fijas las restantes cargas. ¢Es mas
estable la disposicion anterior que ésta?.
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26) Calcular la energia electrostatica almacenada en el sistema del problema 4.
27) Calcular la energia electrostatica almacenada en el sistema del problema 7.

28) Partiendo de una esfera de radio R,, que tiene una carga Q en la superficie, se inicia la acumulacion de carga
sobre una superficie esférica de radio Ry, (R;<Ry), concéntrica con la anterior. Calcular el trabajo realizado para
acumular sobre la superficie esférica de radio R, una carga igual a Q/2.

29) Tenemos un sistema de cargas constituido por una distribucién uniforme de carga Q en una esfera de radio R, y
otra de carga -Q distribuida uniformemente sobre una capa esférica, concéntrica con la esfera, de radio R,=5R;.
a) Calcular el campo en funcion de la distancia al centro.
b) Calcular la energia electrostatica del sistema.
c) Siquitamos la mitad de la carga -Q de la capa esférica, ¢cual sera la variacion de energia electrostatica
del sistema?.

30) Un condensador plano de superficie S y espesor d se carga mediante una bateria con una diferencia de
potencial V,. Después de cargado desconectamos la bateria. Sin tocar las placas introducimos una lamina
metélica de espesor d/2.

a) Calcular la densidad de energia electrostatica antes y después de introducir la lamina metélica.
b) Calcular la energia total en ambos casos. ¢En qué se ha invertido la diferencia entre las dos energias?.

31) Un condensador de armaduras planas, de superficie A=200 cm?, separadas la distancia d=1 mm, tiene en su
zona central una lamina de material dieléctrico, de la misma forma y tamafio de las armaduras, espesor de 0.6
mm y permitividad relativa €,=4, El condensador se ha cargado hasta adquirir entre sus armaduras el potencial
V= 1000 V. Calcula: a) La capacidad del condensador. b) La carga del mismo. c) La energia almacenada. d)
Los vectores desplazamiento eléctrico, campo eléctrico y polarizacion, representdndolos graficamente.

32) Una carga eléctrica Q se distribuye en una esfera dieléctrica de radio a y permitividad €, de forma que las
densidades de carga libre sean:

_|p.(alR) para 0<R<a
v 0 para R>a

a) Expresar p, en funcion de Qy a.
b) Hallar la energia electrostatica del sistema.

33) Dos planos conductores aislados infinitos, que se mantienen a potenciales 0 y V,, constituyen una configuracion
en forma de cufia, como se ilustra en la figura. Determine las distribuciones de potencial en las regiones: a) 0 <
p<a,b) a<¢<2mn

34) Calcular, mediante el método de las imagenes, la carga total inducida en una esfera conductora conectada a
tierra, inducida por una carga puntual, Q, situada fuera de la esfera, a una distancia D de su centro.
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PROBLEMAS DE ELECTROSTATICA — MEDIOS MATERIALES

® Ejercicio 1

Existe simetria esférica, por lo cual
podemos hacer el problema mediante el
teorema de Gauss. Calcularemos
primero el campo electrostatico y luego
el potencial.

S =4 R?

esfera

a) Reqgion 1: R<R;

§E~d_s>=§g-d_§ :>Eparaleloads:IE-ds=EIds=E-S

E-S=E~47ZRZ=§0 = E1 47zR2€_0 (%)

Region 2: Ri<R<R,

Como el campo en el interior de un metal es nulo, la carga en el interior de una
superficie gaussiana en esta region es siempre cero, por lo que en la superficie interna
del metal se induce una carga —Q (la carga libre en el interior del metal es nula). Como
el metal es neutro en la superficie externa se induce una carga Q.

E2=0a,

Region 3: R > R,

El campo en esta region tiene la misma forma que en la region 1, ya que la carga
encerrada por la superficie gaussiana es la misma, Q (Q-Q+Q = Q). La unica diferencia
es que ahora R debe ser mayor que R,

e 2 V) o

b) Para calcular el potencial en todos los puntos del espacio se integra el campo
eléctrico. Empezaremos desde la regién 3 hacia la 1.
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Reqgidn 3: Usaremos la ecuacion:

_ (con K = cte de integracion)

V=-] L Q-9 ik wv) = W™ Rk )

471'80.F :47r50R _47rgoR

Para hallar la constante, partimos de la suposicion de que el campo en el infinito es
cero; igualando, tenemos

0= Q +K = K=0
40

Reqion 2:

El campo en esta region es cero, luego el potencial es constante. Por la continuidad del
potencial, éste toma el valor de la regién 3 haciendo R=Ry:

Q
V, = \Y%
drey R, )
Region 1:
1 Q Q
=— -~ dR Vy=—— =4 K (V
! -.‘47rR2 & ' 4R 50+ V)

Para hallar K, por la continuidad del potencial, basta con igualar el valor del potencial
de la region 1 de valor R;al de la region 2:

Q K—Q:>K—Q Q:K—Q{ll}:

+ — = — =
Arey R 4regyR AreyR, 4reyR dre,

PR TN IS

“4zR g, 4re, | R

0




Electrostatica

® Ejercicio 2

a)

Suponemos la longitud del tubo lo suficientemente grande como para que E sea
perpendicular al eje. Entonces, las tapas no contribuyen al calcular con el teorema de
Gauss.

Zona 1:
§E-d§é2 ;
€o
Q=p-L
§E'£: f_é-£+ §E'£: §E-£:>Eparaleloads:jE-ds:Ejds:E-S
tapas lateral lateral
S=27er:>E-27zr-I:=p"-I::{€1= al aﬂ
& 2rre,
Zona 2:

Esta region es el interior del conductor, por tanto no existe campo electrostatico:

E.=0 a,
Zona 3:

Como el metal es neutro, la carga total es nula (se induce una carga igual y opuesta a la
del hilo en la superficie interna, e igual a la del hilo en la superficie externa). La carga
encerrada por la superficie gaussiana queda igual a la del hilo. Por tanto, en esta region

el campo es el mismo que en la zona 1:

27rg,

Una vez que hemos calculado el campo de las 3 zonas, simplemente damos valores y
hallamos el valor numérico del campo en cada zona:
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r=1m (Zona 3)

~  60x107% 30x107*%
E = =

21,

A
. 60x102  0.2x10°°
El:z;r;-o.15: ;:go %)

b) Nos piden la diferencia de potencial entre ambas superficies del conductor. Sabemos
que el potencial en el interior de un conductor es constante, asi que la diferencia de
potencial entre ambas caras es nula:

r=0.25m (Zona?2)

r=0.15m (Zonal)

=0

vV,

a

Siendo Vy, la diferencia de potencial entre cada cara.
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® Ejercicio 3

Tenemos dos esferas :

/o)

Como la carga se distribuye uniformemente en la superficie, el campo fuera de las
esferas es el mismo que el produce una carga puntual colocada en el centro de valor la
carga de la esfera respectiva. Aplicando el teorema de Gauss, tomamos una superficie
gausiana de radio ¢:

~ Q —
, que operando nos queda;: E=———a
q p q 47[80R2 r
Para laesfera1: E, =— 1 _a
Ae by
Para la esfera 2: Eo=— 2 g
4re b,

Donde g1 y g2 son las cargas en la superficie de cada esfera.

Analogamente, integrando el campo eléctrico, el potencial fuera de las esferas es
analogo al de una carga puntual. Por la continuidad del potencial, su valor en la
superficie de las esferas (igual que el del interior, por ser conductores) sera
respectivamente:

(O}
4rgobr
g2
47re0b2
El problema nos dice que entre las dos esferas hay una carga encerrada ¢, es decir:
q=01t Q.

Para la esferal: Vi=

Para la esfera2: V2=

Al estar unidas por un cable, el potencial en ambas esferas es el mismo: V3 = V,. Lo que
nos lleva, despejando, a que gib, = qb;-

Teniendo en cuenta que: q=01+ 02
obtenemos dos expresiones de la carga en la superficie de cada una de las esferas, en
funcién de datos conocidos como son el radio y la carga total:

biq Y ge= b2q
b1 +b2

0=

 bitbe
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La carga estd repartida uniformemente, es decir, las esferas poseen densidades
constantes de valor:

Ps1=01/S1 . p2=02/%, donde s; y s, son las superficies de las esferas:
S1=4m g b1 i Sy = 4meg b22

Sustituyendo datos, obtenemos dos expresiones en funcion también de datos conocidos.

Densidad de la esfera 1. po1= S
A7ba(b1+b2)
Densidad de la esfera 2: po2 = S R
47h2(b1+ b2)

Y si queremos dejar el campo eléctrico en funcién de la carga hallada:
.
Argoby(br+b2) "
9
Argoba(bi+b2)

Para la esfera 1: E, =

Para la esfera 2: E»=
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® Ejercicio 4
R3f{ R/ \rRa
R2
1
A 4
a) Para hallar la distribucion de cargas hay que recordar que las cargas en los

b)

metales se distribuyen en la superficie. Ademas, si se aplica el teorema de Gauss
a una superficie en el interior de un metal, al no existir campo eléctrico en éste,
la carga total en el interior de la superficie gaussiana ha de anularse. Sea r la

distancia al centro de las esferas:

r=R
tenemos una distribucion Q y su densidad es p = Q
27RL
r=R1
tenemos una distribucion —Q y su densidad es p = —Q
27R L
r=R2
o , : _Q+Q
tenemos una distribuciéon Q + Q’ y su densidad es p=
27R,L
r =R3
o . _ Q+Q
tenemos una distribucion -(Q+Q’”) y su densidad es p=———
27R,L

r=R4
debido a la toma de tierra, no existe carga y su densidad es por tanto p =10

Para hallar el campo eléctrico aplicamos la ley de Gauss a superficies cilindricas

coaxiales en las distintas regiones, considerando la simetria cilindrica del

problema. Asi,
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<.|55 E -dS = (E||ds) = (E cte en s)

S E
gs Edds=E2zrL Efds= E27rL

> E2xrL =%

Eo

(Teorema de Gauss)

Por lo tanto:
<R

E=0

R<r<R1

Q-Q ~E= 27T§OI'L &

R1<r<R2

E=0

R2<r<RS3

~  Q+Q —

=Q+Q —» E =
QO Q+Q ZﬂgorLar

R3<r<R4
E =
r>R4
Q0:0—> E=0

c) Para calcular el potencial integramos el campo, de fuera hacia dentro, aplicando
la continuidad del potencial al pasar de una region a otra. De esta forma:

r>R4
E =0 > V=cte; V(r=R4)=0(tierra)

R3<r<R4
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V=cte=V(r=R4)=0
R2<r<R3

-IEdr:— Q+Q jdr Q+Q 11Kk .ComoV (r=R3)=0 -

7[8 L 272'50L
_Q*Q R3ik=0 o K= 2FQ 1Rz, v= QFQ RS
ZﬂgoL 27Z'goL 27Z'6‘OL r
R <r<R1
V=cte=V (R2) = Q+Q° In
2r g L R2
—IEdr: - Q jdr — Q Inr+k'.
272'8 L ZEEOL
Como V(R1) = Q+Q,
272'8 L RZ
QRS Q Rk k= QR Qe
2rg, L R2  2rgL 2rg,L R2 27g L

=_Q IanR3+ Q InR—3
2rg,L R2r 2z gL R2

r<R > V=ce=VRL)=_2 pRR3, & ,,R3

n
2zg,L R2R 2zg L R2

0
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® Ejercicio 5
Sea un conductor tal como éste:

Aplicamos el teorema de Gauss en S: §I§ ds ===
S

Sabemos, por las propiedades de los conductores,
que el campo dentro del metal es nulo; por tanto, en
la superficie Gaussiana, S, también lo es. Asi, la
Unica carga posible dentro de S, que podria existir
en la superficie que rodea la cavidad interior (ya
que no existe carga libre neta en el interior de los

metales), es también nula. O sea:

§ EdS—0= s =0=Q,=0
s €p

Esto no implica que la densidad superficial de carga en la cavidad interior, pg .,img » S€@

0, ya que puede haber una distribucion de carga en la superficie de la cavidad interior tal
que las cargas positivas se compensen con las negativas de forma que Qs=

En esta situacion existiria un campo eléctrico en la
superficie de la cavidad interior, que iria de las
carga positivas a las negativas. Para calcularlo,
trazamos un camino cerrado a través de los puntos
AvyB:

Por un lado = fE dl =0 ya que el campo electrostatico es conservativo.
C

Por otro lado => {E-dT = [E-dT + | E-df
A B

C

B

Como ya dijimos antes, el campo en el metal es cero, lo que significa que: IE .dl =0,
A

con lo que finalmente nos queda:

E-dl =0 paratoda trayectoria => E =0. No es posible tal distribucion de

cavidad

W ey >

carga, ya que el campo eléctrico en el interior de la cavidad es 0.

Al no ser posible que exista tal distribucion, se confirma que og ..igq =0
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® Ejercicio 6

Partiendo de la teoria, se comprueba que la energia potencial para un sistema de N

cargas es igual a:

donde v, es el potencial creado en donde se encuentre g; por todas las demas cargas.

Vista la interaccion de cargas discretas, mas facil de interpretar, buscamos la energia
potencial eléctrica para un conductor, que no es mas que una generalizacién de una
distribucion superficial de carga, ya que la carga en él se distribuye en su superficie. La

expresion del potencial para una distribucion superficial de cargas sera en un conductor:

W :%_!.pSVdS

Donde S es, por las propiedades de los conductores, una superficie equipotencial, y por

tanto el potencial en ella V es constante y puede salir de la integral.

1 1
W ==V|pds==QV
2!& 5Q

Ahora suponemos un sistema formado por n conductores. La energia potencial
electrostatica para un sistema discreto de n conductores sera la suma de la energia de
cada una de los conductores del sistema

51
W = Z—Ips. dsyV,
i=1 2 S; I
donde definimos v, es el potencial de cada
conductor con superficie s, y p, es la densidad
de superficial de carga en cada conductor. Como
cada conductor es una superficie equipotencial,

el potencial en cada conductor es constante y
vuelve a salir de la integral.

51
W = ZEViIPs,dSi
i=1l S;

Si integramos la carga en cada potencial nos queda que: J',osidsi =Q.. Por lo que la
S.

expresion de la suma de los n conductores es:

n 1 n
W:ZW=EZQm
i=1 i=1
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® Ejercicio 7

2 2

Fig. 1(a) Fig.1(b)

a) Debido a la carga Q en la superficie de la esfera conductora, aparece un —Q, por
inducciodn, en el radio interno de la corona. Y para compensar ésta —Q, y como la corona
esta con 2Q, en la parte exterior de la corona esférica existe una carga 3Q (Fig. 1 (b)).

Region (1), Region (3):
Como tanto la esfera como la corona esférica que la envuelve son conductoras,
podremos decir que el campo interior a ambas es igual a cero.
E,=E, =0
Regiones (2) y (4):
Aplicamos Gauss para un punto, P, a una distancia r del centro de la esfera conductora:
¢ E -ds = Q
S 80

Eligiendo como superficies gaussianas esferas concéntricas, como tanto el campo
electrostatico como ds son radiales, es decir, perpendiculares a la superficie gaussiana
en cada punto y paralelos entre si, el producto escalar es igual al producto de sus
maédulos

E|d5s= E.ds=Eds
Ademas, como el mddulo del campo eléctrico s6lo depende de la distancia al centro, la
integral en la ley de Gauss queda como:

<_f>s E .ds = E-L ds = 42r%E = Q

&y

Para la region (2)

Ri<r<Ry,
Q. vale Q, por tanto, despejando el campo y dotandolo de caracter vectorial:

_ Q _ [N
E, = —ag| —
Are,r m

Para la region (4)
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r=>Rs
teniendo en cuenta que ahora la carga encerrada por las superficies gaussianas es

igual a 3Q.
~ 3Q . [N
drg,r m

b) Utilizando V = —I E-dr, siendo V el potencial, tendremos para el potencial en (4):

L 30 (1 30

472'50r
y como el potencial en el infinito es igual a cero, ks = 0. Por tanto
47[50r

Por continuidad del potencial y por ser la region (3) conductora, el potencial es
constante en toda ella, igual a V,(r=R;). O sea,

Q

37 4reyR,

A continuacion, el potencial en la region (2) vale

V, = [E,dr -2 j_

k2

47r30

Por continuidad del potencial: Vz(r=R2)=V3. Entonces, despejando para hallar la
constante de integracion k, llegamos a que:

V,(r=R)=-—3 4k =—3 k= Q{i_i}

Ang,R, ° 4mg,R, ° A4ms,| R, R,

Es decir que,
V2 = i l+i_i
drey|r Ry R,

Finalmente al ser (1) conductor y por continuidad del potencial: Vi = V,(r = Ry). O sea

Q1.3 1
V, = ==
Are, | R, R R,
Expresando la diferencia de potencial como V = V,(r = R;) — V4(r = R3), obtenemos:
v Q|1 1
drey | R R,

Q

¢) Usaremos la expresion C = v para calcular la capacidad del condensador, donde C

es la capacidad y V serd la diferencia de potencial calculada anteriormente:
C- Q 472'80 471'80 R RZ [ ]

Q 1 1 R—R R,—R,
RlRZ
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® Ejercicio 8

Para calcular la capacidad suponemos una carga Q en la superficie del cilindro interno y
una carga —Q en la superficie interior del cilindro externo. También suponemos ‘L'
suficientemente largo para que el campo sea radial y perpendicular al eje (L>>b). La
capacidad viene dada por:

C=QIV

Para calcular el campo eléctrico aplicamos el teorema de Gauss a un cilindro coaxial
imaginario, de radio r, entre los dos conductores:

E21‘[Lr-ds:g

€
No hay flujo en las tapas porque E y ds son perpendiculares, y por tanto, su
producto escalar seria: Edscos90=0. Cogemos solo el flujo en la parte lateral. Con lo
que:

E__Q

2nig,Lr

La carga -Q aparece por induccion electrostatica de la carga Q .

B B B
V=—[E.dl=— [E-dr=- Q [odr=- Q  (Ina—inb)
r Ieg, L
A A A

2l1g,L 211,
v=—2_"(nY

2llg,l - a
C- 9 2M1g,L
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® Ejercicio 9

Dielectrico el
[]
|:] Dielectrico e2

i S

Observamos que segin el enunciado
tenemos dos conductores, separados una cierta
distancia (rellenada con los dos dieléctricos),
sometidos a una diferencia de potencial Vo.
Tomaremos como dato que la carga total
almacenada por la estructura es Q.

Por las propiedades de los conductores (el
campo en su interior es nulo), esta carga se
distribuirad de la siguiente forma: Se almacenara en
la cara externa del primer conductor una carga +Q
una carga —Q en la cara interna del segundo
conductor.

Como consecuencia de esto, la estructura
queda de la siguiente forma:

a) Para el primer apartado tomamos como dato que
debemos hallar &, de forma que se cumpla que:

E1:4E2

Observamos que los dos conductores son cilindricos. Al
ser
generalizada para dieléctricos:

infinitos podemos aplicar la ley de gauss

$D-ds=p,

Veamos pues, como se comporta el vector
desplazamiento eléctrico en la region comprendida por

los dos dieléctricos, siendo la primera regién o medio 1, en donde tenemos el dieléctrico
de permeabilidad g;=4¢, y la segunda region o medio 2, en la que esta el dieléctrico de

permeabilidad &,. Vemos que para la primera region D, va en la direccion radial de los
cilindros, direccién que es normal a la linea de separacion de los dos medios. lgual
sucede con D,. Recurriendo a las condiciones de contorno para medios materiales,
como en la superficie entre los dieléctricos no existe carga libre superficial, el vector

desplazamiento cumple :

Y como :

Nos queda que:

Dl _D2n=0

n

Dln: 1yD2n:D2

Con esto deducimos que para ambas regiones el vector desplazamiento sera constante, y
tendra direccion radial: D = D(ay) .
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Aplicaremos la ley de Gauss para dieléctricos, tomando como superficie gaussiana un
cilindro coaxial de radio R y longitud L, situado entre los dos conductores.

Calculando el flujo: 955-65=Iﬁ~531+j f)-asz+.[ D-ds,
S sl s2 s3

‘asl Vemos que para s; Yy Sz (las tapas del cilindro),el vector
desplazamiento D es perpendicular a Jsly a Jsz, y segun

la definicion del producto escalar de dos vectores, las
integrales en las tapas del cilindro seran 0, influyendo s6lo
' las3 E en el flujo resultante la integral en la intercara del cilindro

(Eneste caso D y Jss son paralelos).

o Como consecuencia la integral queda de la siguiente

2 forma:<J5I3-Js=jf)-&ssz'|‘D.dsa
S s3 s3

Y como D es constante en S, sacandolo fuera de la integral:

§[> D-ds = DJ ds,=D-S=D2zRL, siendo 27RL el valor de la superficie S, .

s3

La carga total almacenada por la superficie gaussiana es +Q, debido a que nuestro
cilindro encierra dicha carga.

Por lo cual, despejando D de la siguiente ecuacion: D2zRL=Q, nos queda que el
vector desplazamiento vale:

Q
27RL

De la relacion entre desplazamineto y campo eléctrico para medios materiales: D = ¢E ,
los campos eléctricos en las regiones 1y 2 son :

D=

ag

Region 1 =>E, = Q ar Region 2 => E, = Q ar
2rrle; 2nrle,
Asi el campo en la superficie de los dos conductores vale :
Region 1 :>Lar =4 Q ar Region 2 => E2 = Q ar
2rrale 2r7bLe, 27bLe,
Y como se ha de cumplir que E, =4E,:
Q a, =4 Q a

2zals, ©  27ble,
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Y despejando &, nos queda que: ¢, = 4512

Sabiendo que b =2ay que &1=4¢y.

g, =16¢, 2%1 =8¢,

b)Para hallar la capacidad de la estructura utilizaremos la siguiente ecuacion: C = W

Q

siendo Q la carga total almacenada en el condensador y AV la diferencia de potencial

entre las placas, que para nuestro caso sera \VVo.

Como consecuencia, debemos relacionar la diferencia de potencial (Vo) con la carga en

las placas. Para ello nos ayudaremos de la siguiente ecuacion:

v2 [
dv =—| E-dl
vl l

Tomando como curva C para nuestro ejemplo, la direccion radial entre los conductores.

Debido a que no estamos en el vacio, sino que la zona que hay

desde R = ¢ hasta R =b para la Region 2:

Como d y el campo son vectores paralelos y con el mismo sentido, nos queda que :

Vo= J.E dR+jE -dR = j ﬂRLg R+i.2ﬂ

Vo = Q -(Ing lIn@j

8¢, a 2 ¢

Resolviendo nos queda :

Sustituyendo esta ecuacion en la expresion de la capacidad, se tiene que:

Q9 g (il 2a)’
T AV Vo a 2 ¢
Por lo que la capacidad por unidad de longitud sera:

o Vo=—£E-oT|=[L“ -dR+ EE J}

@ entre las placas esta constituida por dos dieléctricos, con campos

\_/ distintos, debemos separar la integral en dos: una integral para
la Region 1, que va desde R = a hasta un punto R = ¢ (donde

termina la regiéon 1 y empieza la region 2) y otra integral que va
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¢ 8807Z"(
L

c

In=+=In—

a

1 2a
c

;
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® Ejercicio 10
La capacidad de un condensador viene dada por la siguiente
expresion: Q

TAV

donde Q es la carga total del condensador y AV la diferencia
de potencial entre las placas. Para calcular la diferencia de
potencial utilizaremos la siguiente expresion:

v2 - -
dv =—[E-dl
vl
Cc
Debemos pues de calcular el campo eléctrico en el condensador. Para ello utilizaremos

la expresion D = ¢E , de donde despejando E nos queda que E = b :
&

Para hallar el vector desplazamiento eléctrico entre las placas (fuera es nulo), utilizamos
la ley de gauss para medios materiales:

<j>|5-6s:Qv

Tomaremos como sistema coordenado, las coordenadas esféricas, por la simetria
esférica del problema y como superficie gaussiana una esfera concéntrica de radio R.

Para calcular el flujo, ds y D tienen la misma direccion y sentido (radial), por lo que el
producto escalar de estos dos vectores serd igual al producto de médulos.

Como D en esa zona es constante en la superficie gaussiana :
$D-ds=D[ds=D-S =D4zR’
Siendo 4zR? la superficie de la esfera de radio R. Como

consecuencia, la carga total encerrada en esa superficie
gaussiana es Q.

Asi, la ley de gauss nos queda de la siguiente forma: D47R*>=Q

Q

Y despejando D, obtenemos el médulo del vector desplazamiento: D = s
7T

2

Q .

Dandole caracter vectorial: D = —— &,
47R
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- =D _

Ahora hallaremos el campo eléctrico en la region: E=—= Q > ag

e &4nR

Sustituiremos ahora la permitividad absoluta por su verdadero valor: ¢ =¢,¢,, siendo

e ] e . .. a
&, la permitividad del vacio y &, la permitividad relativa que en nuestro caso sera: R

El campo eléctrico en la region es entonces :

E:QaRzQazQaR

£,6, 4R’ 80347[R2 " gadnR
R

|

Calcularemos ahora, la diferencia de tension entre las placas. Para este ejercicio nuestra
curva sera la recta que va en direccion radial desde R1 a R2, por lo que la ecuacion nos
queda:

Q Q R

Vo=[E-d j d,-dRa, = [ .dR=—In
2 &,a4nR 2 &,24nR gadr R

Donde hemos integrado a lo largo de la direccion radial, siendo E y d =dRa,
vectores paralelos.

Sustituyendo el potencial, en la formula de la capacidad C = % nos queda:
Q Q ¢gadr

C =" =
AV Vo R
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® Ejercicio 11

Carga puntual <

Permitividad del dieléctrico (gr&)

- Nos pide hallar el vector de polarizacion para ello partiremos de la siguiente férmula:

D=¢E+P
Y de esta formula despejamos el vector de polarizacion, nos queda:
P=D-—sF

Luego nuestro problema queda reducido a hallar el vector de desplazamiento eléctrico y
el campo eléctrico, y sustituir dichos valores en la ecuacion anterior.

a) Hallar el vector de desplazamiento eléctrico
Para hallarlo aplicaremos el teorema de Gauss para dieléctricos:

{DedsQ
S
(Cargas libres encerradas, en nuestro problema es la carga puntual Q)

Para resolver dicha ecuacién tenemos que elegir una superficie gaussiana, vamos a
escoger una esfera de cualquier radio r. Ya sea dentro o fuera de la esfera la carga libre
encerrada siempre es Q:

Vemos que por simetria el campo eléctrico solo depende de la coordenada r, y ésta a su
vez es constante, por lo tanto puede salir de la integral, y al ser los vectores paralelos,
podemos eliminar el caracter vectorial y dejar la férmula de la siguiente manera:

D(r)[ds =Q
S
Por lo tanto el vector desplazamiento nos queda:
Q
D(r) =
") Anr?
Déandole caréacter vectorial:
5--9 4 vr

4ar? "
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Representacion grafica del vector desplazamiento

o |
AR |

R r

El problema nos pide que lo representemos con dieléctrico y sin él, pero en este caso la
gréfica seria la misma.

b) Hallar el campo eléctrico
Si suponemos el medio lineal podemos escribir que:

D=¢E
Luego el campo eléctrico sera:
E parar <R D =¢E »g-D__Q a,
& Amer?
= x = » = D 4
E parar >R D=¢E > E=-_— - Qzar
& Ams,r

Representacion grafica del campo eléctrico

Gréfica con esfera dieléctrica

| r
R

El campo eléctrico es discontinuo en r = R, debido al cambio de permitividades. Sin
embargo sin esfera dieléctrica el campo si es continuo como se puede apreciar en la
siguiente gréafica. (campo creado por la carga puntual Q).
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4rg,R®

|
R

Después de obtener los datos que nos eran necesarios para hallar el vector de
polarizacién, lo Unico que nos queda es sustituirlos en la ecuacion:

P=D-gE

P parar >R

—

P=0

Esto se debe a que en r > R nos encontramos en el vacio y ahi el vector de polarizacion
es 0.

P parar <R
~ B —e. | -1
P= Qzér_goiér: Qz 1_i a, = Qz ot % a, = Qz “ a
4nr Are 4nr & 4nr Eo&, Arars| &,

- Lo otro que nos pedia el problema eran las densidades de cargas ligadas:

Densidad de carga de polarizacion en volumen

1 o
r’sené or

Poy =—VP=— (r’senP)=0; O0<r<R

La carga volumétrica de polarizacion es cero.

Densidad de carga de polarizacion superficial

= Q |& -1
=P ea = r
Pos =T 25 = R?| &

Como la carga de polarizacion total en el dieléctrico ha de ser nula, existe una carga
puntual de polarizacion, Qp, en el centro del dieléctrico de valor:

&

Qp — _pps 47ZR2 :Q|:gr _1:|
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- Lo dltimo que nos queda es hallar el potencial para poder dibujarlo, que es otra de las
cosas que nos piden.

vz—jéodncm

V parar>R

Como sabemos que:

V(o)=0—>cte.=0

Y nos queda que el potencial parar >R es:

y__0Q

Arer

V parar <R

Por la continuidad del potencial en la superficie
V(r<R)enR =V(r>R) en R

Pues si igualamos las dos formulas y despejamos la Cte, podemos hallar su valor, que es
el siguiente:

4R\ &g, ¢

Y si ese valor lo sustituimos en el potencial para r <R, este nos queda:

vt 1
Ar| ggR e &R
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Representacion grafica del potencial

Con esfera dieléctrica

4re,R T

|
R

Sin esfera dieléctrica el potencial tiene una dependencia analoga con la Unica diferencia
de que en el interior de la esfera, es decir r <R, el potencial tendra valores mayores.

Sin esfera dieléctrica

dreR [
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® Ejercicio 12
a) Calcular las densidades volumétrica y superficial de carga de polarizacion.
Se define la densidad volumétrica de carga de polarizacion &, como:
S, =-VP
Calculamos la divergencia de P en esfeéricas:

VP= 21 i(sten495j:£2
R“sené oR R R

Por lo que la densidad volumétrica de carga sera: -

Se define la densidad superficial de carga de polarizacion &, como &, = P. g , por
tanto:

5 =P ~PlR=a)-2; - - P

b) Calcular la densidad volumétrica de carga libre:

En un medio simple:

—

D=¢, E+P
- = : -~ D g
Como sabemos D = ¢- E, despejando tenemos que E = —, sustituyendo en la ecuacion
&
de arriba llegamos a que:
D=%.D+P
&

Calculando la divergencia en ambos miembros, suponiendo el medio simple:
vD=2%0.VD+VP
&
VD = o, L, £
y como < _._. la ecuacion nos queda: &, =—-6, - &,
VP=-5, 3
b _
&

S =( % _ J.5V =6, Z(l_ﬂﬁ“ = 5, :( i ]5,”
EoE, &, 1-¢,
Como &, = - %2 , sustituyendo:

Operando nos queda: ¢, = ( j&v. Sustituyendo ¢ = g,¢,, y operando:
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c) Calcular el potencial dentro y fuera de la esfera:
Vamos a calcularlo mediante el Teorema de Gauss, primero calculamos el campo dentro
y fuera de la esfera, y luego el potencial integrando.

£5 = Qv
Integrando obtenemos el primer miembro de la ecuacion:
| ={B-dS; como {B]| dS— 1 = f D-dS: como {D=cte en S’} > 1 = D-§dS = D-47R’

La carga Qv encerrada en la superficie gaussiana variara dependiendo si estamos dentro
o fuera de la esfera:

R<a

Q, =[ 6, -dv;fav=4aR?dr|—>Q, =["4, -4R%dr =

=) ( & Jﬁz.mwr =(i]47zKR ——

ol g -1/R e -1 Superficie gaussiana
r r para R<a

Igualando:

D-4R?=| -5 l4KR=D=| &

g -1 g -1

Por lo que el campo sera:

~ D 1 & \K—
E=—==- —ag =
e ¢€\&-1)R

R>a
Sera toda la carga encerrada en el dieléctrico:
& Superficie gaussiana
QV = — |47Ka para R>a
g -1
Igualando:

D-4rR? =| 2 lazKa=>D=| - Jak 2 =
g -1 g -1 R

Por lo que el campo seré:

- D 1( & \Ka—
E=—=— —ag =
&  &le —1)R

Integrando la intensidad de campo obtenemos el potencial:

R>a

K-g a K-g a
% 2 YygrR=—2°r %.C
&g, ~1)R? &(e, -1)R ’

Obtenemos C haciendo tender R — oo
V(m)=—f B oo K& 3.0 co0

&, 1R &(8, —1) 0

Por tanto, el potencial en el exterior de la esfera dieléctrica queda:

V]
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R<a

V=-

Hallamos C haciendo R = a:

K¢ 1 K-¢g
&% SgR=——"% JnR+C
Ig(g,—l)R g(g,—l)n -
K-.-¢ K-g K-g
VIR=a)=——_InR+C r _—— r | C
e | LLLi ey s R ) L

=C= K-, + K-, Ina=C= K-, (i+lnaj

gle, -1)  &le, —1) (e, -1)

& €

Sustituyendo C y simplificando:

V=-

K-g,

K~(g,+ln%)

={€=806‘r}=

g(gr —1) go(gr _1)

Por tanto, el potencial en el interior de la esfera dieléctrica es:

InR

—|nR+& i+|na = K-é‘r i+|n_a__ _{Xi}
els, 1) (e, -D\g, & _(gr e ¢ e ) e
K-gr(gr+|n%)

d) Representar graficamente la variacion de potencial con la distancia:

V(R)
4

Variacion del potencial con la distancia

3,5 1
3 -
2,5 1
2
1,5 -
1

0,5 -

0 T

W =femmeceegy

— V(R<a)
V(R>a)
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® Ejercicio 13

a) Densidades de carga de polarizacion:
P, densidad superficial de carga de polarizacion equivalente

P, - densidad volumétrica de carga de polarizacion equivalente
Py =P-d;=2-10°4, -8, =2-10°cosg C/m’

Pps= 2-107° cosé@ c/m?

ppvz—V~|5

P =cte

ppv:0

b) Potencial eléctrico en el centro de la esfera

Vint= 1 fpps ds'+ 1 J-va av'
e ' r Qe N r

o] 0o

En nuestro caso, como pp= 0:

Vint =

Llprsds'

En coordenadas esféricas tenemos que:

s'=0f ; 4l ir=R
ds'=r’sendd&d ¢
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Por tanto,

int —

Pops R
I £ rzsenéde_[ d¢— p

27zd _
0 ¢_

4re,

RlO

I 2c0s8- sen@dé?—
-—

sen26

c) Demostracion de que la carga libre en el dieléctrico es nula:

El dieléctrico es simple, o sea, lineal, homogéneo e isotropo, por lo que la
permitividad relativa es constante (¢, =cte). Sea p, la densidad de volumen de las
cargas libres. Sabemos que se cumple que:

VD = o8 } 50§E+§I3:pv
D=¢,E+P D=¢-E
P, =P
-(D
50v e ppv P = VD =— pv+ppv
&
pv_ ppv 0
&y

Vemos que p, =0 debido a que gy = 0.
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® Ejercicio 14

El problema nos dice que tenemos un dieléctrico al cual se le a hecho una

cavidad esférica, como el de la figura, sin embargo, no especifica si el dieléctrico es
finito o infinito de manera que vamos a considerarlo finito por hacer el problema mas
cefido a la realidad.

De esta forma el campo

7

las condiciones de contorno
y suponiendo que solo tiene

o E=

f : R componente normal (&, ),
////// //jf | ?grtﬁ]%mos de la siglu(ient()a
& TE,,

0

Segun las condiciones de contorno la componente normal del vector
desplazamiento se conserva:

Dextn = an

Segun la relacion entre el vector Desplazamiento y el campo eléctrico, la
componente normal del campo eléctrico externo vale:

Como solo tiene componente normal el campo del dieléctrico, el campo exterior
solo tendra componente normal:

Eextn = Eextn :

Para hallar el campo en el centro de la cavidad podemos hacerlo de varias
formas. Yo he elegido utilizar el teorema de superposicion, de esta forma, el
campo en el centro de la cavidad es la suma del campo exterior con el campo
producido por cargas de polarizacion.

Debido a la interaccion del campo eléctrico con las moléculas del dieléctrico, se
crean cargas de polarizacion en la superficie interior del dieléctrico:
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Estas cargas se representan
vectorialmente con el vector de

polarizacion (P) que, viene relacionado
con el campo eléctrico segun la siguientes
expresiones:

D=¢g,E, +P|/g,E, +P=¢E,

Ple— &b £, \P=(e-aE,

O
Il

Lo cual significa que el vector polarizacion tiene la misma direccion y sentido
que el campo eléctrico.

El campo eléctrico Ed es uniforme (constante segun la posicion), lo cual
significa que su divergencia es nula. Esto implica que la divergencia de D también es

nula y por consiguiente que no existe densidad de carga libre volumétrica dentro del
dieléctrico (no existen cargas libres en el interior del dieléctrico):

E=cte=D=cte=V-D=0=p, =0

De la misma forma la densidad volumétrica de carga de polarizacién la hallamos
como:

pr=-V-P

Vemos que se anula igualmente debido a la uniformidad del campo. Esto va a
simplificar un poco la expresion que nos da el campo eléctrico creado por las cargas de

polarizacion: 0
= 1 P Prs 4
E,(0)= )/Z dv'+| —2-4.ds
» (©) 4re, D R? J }

Tenemos que hallar la densidad superficial de cargas de polarizacion p,; a lo
largo de la superficie interna del dieléctrico. Para ello utilizamos la siguiente expresion:
Pos = P-a

Tenemos que por lo tanto hallar el producto escalar de ambos vectores para lo
cual antes los definiremos:

Z 3
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Se deducen de las formulas que hallamos antes, que el vector polarizacion es
paralelo al campo eléctrico de manera, que tendran la misma componente vectorial. Con
respecto al vector radial, decir que es un vector que va perpendicular a la superficie del
dieléctrico y hacia fuera de éste. Ahora que tenemos el vector radial lo que hacemos es
pasarlo de coordenadas esféricas a cartesianas para poder integrar si problemas. Para
ello hacemos uso de proyecciones y de trigonometria elemental.

dy =—sendcosg-a, —send-seng-a, —cosd-a,
P=P-4,

Ya tenemos definidos ambos vectores, ahora hacemos el producto escalar:

pys =P -8, =P-4, =Pcosa = Pcos(180°—¢) = —P cos ¢

Con los datos que tenemos, ya podemos hacer la integral que nos dara el campo
producido por las cargas de polarizacion:

— 1 pps/\

E, (0) = ag0s'=
) 4re, L R "

1 —Pcosd
drgy s R?

[— sengécos¢g -4, —send-seng -4, —cosé -4, ]ds'

Necesitamos definir nuestra superficie de integracion asi como el diferencial de
superficie a utilizar que, al estar trabajando con simetria esférica, sera el mismo
expresado en coordenadas esféricas:

ds'= R%send - d¢ - d@

La superficie es una esfera completa, de manera que debemos integrar segun los
limites siguientes:

s g,r Hay que fijarse que 0 esta definida de 0 a 7. Esto se debe al eje de
¢2” coordenadas definido para hacer el problema.
[0]
Continuamos pues con nuestra integral:
_ P 2z o1 n n 2 n
E,(0) :—4”80R2 _[0 .[O [—cos€~sen6’cos¢«aX —C0s@-send -seng - a, —CoS 9'82]'

~[R23en0-d¢-d0}:

seng]. "o
=—4P [—J'Oz”cos;/fd;/ﬁj'oﬂcosé%sen2¢9«d9~é\X —J.02”sen¢-d¢_|.:cos€~sen26?~d0~éY -
TTE,
sen@
=0
3

4

" dg cos?0-sen0 do- 4, | =
—jo ¢focos -send - -az}_
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0

3

_eme)Ey | COSTO N eme)B [1 1] (e
4re, 3 2¢, 3 3 32,

Por lo tanto el campo creado por las cargas de polarizacién en el centro de la
cavidad es:

(‘9 - gO)Ed a

EP (0) = 3e
0

z

Ahora, por superposicion, sumamos los campos exterior y el creado por las
cargas de polarizacion y asi obtenemos el campo total en el centro de la cavidad:

=~ ~ ~ (e — &) £ . 4e, —1 R
Ei(0) = E;(0) + E,,(0) = —_— E. +—E, |4, = Ey -4,
3e, & 3
= s -1 R
Eint (O) = r3 Ed : aZ
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® Ejercicio 15

Utilizando las condiciones de contorno para los campos electrostaticos tenemos:
LA COMPONENTE NORMAL DEL CAMPO:

D, -D,y = ps; como en la interface no hay carga libre: p,=0 = D, =D,,

& -Ey=¢6,-E,, >¢& E -cosq, =¢,-E,-cosa, (ecuacion 1)

LA COMPONENTE TANGENCIAL DEL CAMPO: Sabemos que ésta se conserva
E; =E,; > E,-sena, =E,-sena, (ecuacion 2)

Para hallar la direccion del campo en el medio 2, tendremos que averiguar «, y para
ello lo mas sencillo es dividir la ecuacion numero (2) entre la ecuacion (1):

itgoz1 =itga2 =1ga, = g—ztgal. Despejando:

& & &

& . . ./ .
a, =arctg [—Ztg all y esta serd la direccion que estdbamos buscando
&

Existen dos formas posibles de calcularla magnitud del campo 2:

a) Operando con las ecuaciones (1) y (2): elevando las dos ecuaciones al cuadrado y
multiplicando la (2) por &2,y nos quedan las siguientes expresiones:

gl B2 .cos’a, = & -B5 -cos’ a,

ef B2 -sen’q, =&’ -EZ-sen’a,

Si ahora sumamos las dos expresiones tenemos:
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Ef(gf coszal+g§sen2a1)=g§E§, donde en el segundo miembro de la ecuacion se
tuvo en cuenta que: sen? ap+ cos’ o= 1. Por Ultimo, despejando E, :

Utilizando el teorema de pitagoras

2n

E, =E%, +E% =/(E,sena,)? + (B, cosa,)? = \/(Elsenal)z + (5/82 E, cosa,)’

2
_ 2 &1
EZ _El -./sen a, +(8—'C03061J
2

y comprobamos que nos da el mismo resultado.
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® Ejercicio 16

El problema especifica que se desprecien los efectos de borde. Esto quiere decir
que las ldminas estan muy juntas y se tratan como planos infinitos, con lo que podemos
suponer que el campo en la regién interna del condensador es uniforme. Si hubiésemos
considerado el efecto de borde el campo no hubiera sido uniforme en los extremos de
las placas.

Al tener una diferencia de potencial, entre las placas ambas quedan cargadas con una
carga +Q y —Q respectivamente.

-2

Campo
Aplicando Gauss a la primera placa (+Q) para conocer el aporte que realiza al campo de

la region interna:
=1 dSn,  EiN,
7 =~
53 52
+izl
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[Eds=[Eds +[Eds,+ [Eds,=2[Eds, =2[ Eds, = 2E,AS
S S S Sz Sz

S,

DEAS = 2EAS =285 £ _ P
&, . 2¢,
E=-a
2¢,

y sumando los aportes de la placa (+Q) y (-Q), obtenemos que el campo en la regién
interna del condensador es:

E+E-|%a-E

&

Densidad de carga
Para calcular la densidad de carga superficial en las placas nos ayudamos de que ya

conocemos el potencial (es un dato del problema), conocemos el campo y conocemos la
expresion que relaciona campo y potencial:

V, = —an = —j'—EdI = E_i.dl = El
0 0 0

E=\%,&

\A Ve
g 1

— _0"0
pS_I

Energia

La energia se puede calcular de dos maneras. Una de ellas es utilizando la férmula de la
energia en un condensador:

1
W ==QV
5

que utilizaremos mas adelante. El segundo camino que podemos seguir para su calculo
es la utilizacién de la formula general:

W:%lﬁﬁdv

teniendo en cuenta que el medio es lineal, es decir:
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D=c¢E

Resolviendo por este método:

—j Edv——J. Edv——g E* | dv—%g 8325|=SV2L?9°=

dentro dentro 0

Capacidad

c-Rc_Qc_AS_|&aS_¢

VTV Al L
&

b)

Manteniendo la diferencia de potencial que existia entre las placas del condensador se
introduce ahora un dieléctrico de la siguiente forma:

+

1 D2 (]

Al polarizarse el dieléctrico se anulan las cargas de los dipolos interiores y sélo quedan
las cargas externas en la superficie del mismo. Estas cargas no son libres, son cargas
ligadas.

Al haber introducido un dieléctrico en el interior del campo manteniendo el potencial
constante, obtendremos una variacion en la densidad de carga que contrarreste el efecto
del dieléctrico.

Campo
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Sabemos que una de las condiciones de contorno en la superficie que separa dos medios
es:

Dln - D2n = Ps

Aplicando esto a las caras externas del dieléctrico, y teniendo en cuenta que la densidad
de carga libre en su superficie es 0, obtenemos la siguiente condicién de contorno para
las dos superficies que separan el dieléctrico de los huecos:

Dln = DZn’ D2n = D3n

y por tanto:

Dln = D2n = Ds

n

Ademés en este caso D, =D,,, D, = D,,,D, = D,,, al ser los vectores D perpendiculares

a las superficies entre medios. De esta forma s6lo tendremos que calcular uno de los D
para conocerlos todos. Calculamos D,; :

=1 el
&
2] =2
+Z

Suponiendo que el flujo de campo eléctrico en S, es 0 al anularse el flujo producido por
+Q con el de -Q:

=
W

[Dds=[Dds, = [ D,ds, = D,AS
S S S

DAS =Q,,DAS = pAS,D, = p, =|D, =D, =D, = p,

de aqui obtenemos:
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D, =¢E, = p,, 6E, = p, E1:&

D, =¢E, = p,, &¢,.E, = p;,

D; = ¢E; = p;, 6E; = p, Esz&

Densidad de carga

La hallamos a través del potencial, que sigue siendo el dato del problema, y la expresion
que ya conocemos del apartado a) que nos relaciona campo y potencial V = El :

vogligligloal pnl pl_plf 1) plfa+l)
4 2 4 g 4 g6 2 ¢ 4 2, £ & \ 2¢,

- Vg, [ 2¢, B 2¢,
2= & +1 (e & +1

siendo p, la densidad de carga en las placas antes de introducir el dieléctrico (la del
apartado a) )

r

Energia

Utilizaremos ahora la férmula de la energia de un condensador:

WleV:lpSSV _ VoS Vs, [ 24 W =w, 2¢,
2 2 2 g +1

siendo W, la energia del condensador antes de introducir el dieléctrico (la del apartado

a))

Capacidad

C:Q’C=Q1C:pss:gos 2¢, _lc, 2¢, _C
\% V V I & +1 & +1

(0] (o]

siendo C, la capacidad del condensador antes de introducir el dieléctrico (la del
apartado a) )
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c)

En este apartado consideramos que, antes de insertar el dieléctrico en la region interna
del condensador, la fuente de tensién ha sido desconectada. De esta manera la carga que
ya existia en las placas va a permanecer constante (igual que en el apartado a) ) y lo que
cambia ahora para contrarrestar el efecto del dieléctrico es el potencial.

+

1 D2 03

+21 - -2

Campo

El campo en los huecos y en el dieléctrico va a seguir teniendo las mismas expresiones
que calculamos en el apartado b):

E

_&7Edie = £

hue —
0 gogr

Densidad de carga

Se mantiene igual que antes de insertar el dieléctrico (apartado a) ):

V. e

0~o

pszl

Energia

Para calcular la energia por la formula de la energia en un condensador necesitamos
conocer el potencial. Lo calculamos a partir de la relacion V =Ely las expresiones
conocidas de E:
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V:Ell+E2|_+E3|_=&I_+&l+&I_
4 2 4 g4 g6 2 ¢ 4

asi tenemos:
pl(1+e ) ViSe, [l+e,

Pl

2¢,

i

1

g}

&

Al

&

1 1
W==QV==p5
2Q 5 Ps

S

& \ 2¢, 21 2¢,

|

g +1
2¢,

jz

siendo W, la energia del condensador antes de introducir el dieléctrico (la del apartado

a))
Capacidad
C—QC— Q PSS 28 | V&S| 26 | &S| 2¢,
V' V(1+grj V. \1+e ) IV, (1+g ) | (1+g
°\ 2¢

j:

]

2

r

l+e,

|

C

siendo C, la capacidad del condensador antes de introducir el dieléctrico (la del

apartado a) )
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® Ejercicio 17

y (1) )

0.01d d

a) Antes de la fractura :

Los dos condensadores son iguales y estan sometidos la misma tensién, entonces:

Ei=E>;= Vo/d (-ay)
Di1=D,=¢E=¢(Vo/d)=100c¢o0 (Vo/d) (- ay)

b) Después de la fractura:

Como la fractura se produce después de haber desconectado la bateria, la
carga total en las placas se conserva.

Qt antes = Qt después
Hallando la carga antes de la fractura :
Qa;=Qa,=pS=e¢ES=100¢0 (Vo/d)
Qtotal =Qa; + Qa; =200e0S (Vo/d) 1)
Mientras que para la carga después de la fractura se ha de considerar que
en el condensador 1 existen dos campos eléctricos: Ed; (campo en el

dieléctrico) y Ef; (campo en la fractura), que vienen dados por:

Qd1:8Ed18
deZSEQS

Con lo que la carga total sera:
Qtotal = Qd;+ Qd; = ¢S ( Ed1 + Ep) (2)

Igualando las ecuaciones (1) y (2) :
200Se0(Vo/d)=100¢0S (Ed; + Ey)

Asi,
(Ed1+ Ez) =2 (Vo/d) (3)
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Ademas, si llamamos V a la tension de los condensadores tras la fractura,
se ha de cumplir que:

V = Ed;d + Ef; 0.01d

V= E2 d

Para (1) y (2) respectivamente. Por tanto:

Ed,ok+ Ef; 0.0 = Eo W,
Ed; + Ef; 0.01=E, (4)

Por otro lado, aplicando la continuidad del desplazamiento eléctrico
entre el dieléctrico y la fractura del condensador (1), asumiendo que no existen
cargas libres superficiales, y teniendo en cuenta que los vectores desplazamiento
eléctrico son normales a las placas:

Dd; =Df; —» &Ed;= Ef;e0 —» 100 oEdlefléo\

100 Ed; = Ef; (5)
Las expresiones (3), (4) y (5) forman un sistema de tres ecuaciones con tres
incognitas. Si las resolvemos nos da como resultado:

Ed; =2Vo/ 3d ( - &)
E,=4Vo/3d (-3,

Ef, = 200Vo / 3d ( - ay)

—

dy = 100 £0Ed; = 200 £0 Vo / 3d ( - &)

—

f, = £oEf;= 20020 Vo /3d (-ay)

b) EI potencial entre las placas lo podemos calcular en el condensador (2)
como:
V=E,d=4Vod/3d=4Vo/3
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® Ejercicio 18
Un esquema de la seccion transversal del cable coaxial es el mostrado en la figura.

Las especificaciones de partida son:
e En el conductor 2:
o =210°m
oV= Vi
e En el conductor 2:
o V=V,
e En el dieléctrico:
o &=26
o Rig. Dieléctrica =
20-10° V/m
o E,,=025-20-10°
=5.10°V/m
e Vi—V,=10kV =10*V

Lo primero que debemos hacer es hallar como se distribuye el campo eléctrico
en el dieléctrico. Aplicando el principio de superposicion, este campo es la suma del
campo creado por el conductor interior y el creado por el conductor exterior:

E=E +E,

Calculemos primero el vector desplazamiento t2

eléctrico: D=D, + D,, que generan ambos conductores, y
utilicémoslo para calcular el campo. Para ello eliminemos b -tz -7
primero el conductor 2. e [~ -
El desplazamiento If)1 podemos hallarlo aplicando la E
|
|

generalizacion de la Ley de Gauss: 4) D-dS=Q,, donde S LB 0

S s
es una superficie cerrada cualquiera 'y Q, es la carga libre
encerrada dentro de la superficie. Asi, considerando que el

conductor 1 tiene una densidad superficial de carga p,,

elegiremos como superficie gaussiana un cilindro coaxial al
conductor, de radio r y altura arbitraria h.

Por simetria, y como suponemos que el medio circundante (dieléctrico) es
simple, el vector desplazamiento eléctrico sera radial y su mddulo s6lo dependera de la

distancia r al eje z: D, = D, d,. S6lo existira flujo a través de la superficie lateral del

Ir=r

g

cilindro, ya que en las tapas D es perpendicular a dS y su producto escalar sera nulo.
Por otra parte, en la superficie lateral ambos vectores son paralelos y su producto
escalar equivale al producto de sus modulos. Asi:

@s f)l 05 = .[S.Lat. 51 05 = -[S.Lat. Dy -dS
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Como r es constante en todos los puntos de la superficie lateral, D también es constante
y puede salir de la integral, por lo que:

D,-dS=D,[ dS=2zrhD,
S.Lat. S.Lat.

Por otra parte, la carga Q,encerrada en el cilindro vale, teniendo en cuenta que la
densidad superficial de carga se distribuye uniformemente:

Q, =pS=p2xrh
Y aplicando la Ley de Gauss:

277:th1r=p527z'-rih = Dlr=p5£ = Dlzpsﬂé:r
r r

Calculemos ahora la contribucion del conductor 2. Al eliminar el conductor 1, es facil
advertir que el vector desplazamiento eléctrico creado por un cilindro hueco como el
conductor 2 es nulo en su interior, ya que si aplicamos la Ley de Gauss, la carga libre
encerrada por cualquier superficie cerrada contenida en el interior del cilindro es cero y,
por tanto, el desplazamiento es nulo:
B, =0.
Asi, el desplazamiento eléctrico en el interior del dieléctrico se debe solo al conductor
interior: D = D,. El dieléctrico es un medio simple, y esto nos permite escribir:
- D D — o

E &8, reqge,
Dado que el campo eléctrico en el dieléctrico es inversamente proporcional a la
distancia r al eje del cable, el campo maximo se producira para la distancia minima, es
decir, en la superficie del conductor interior (r=r,):

r
E_ =Er)="L2 =P <5.10° V/m
r}gogr gogr

Esto nos permite hallar la siguiente condicion para la densidad de carga, p,:

P, < £¢,5-10° C/m?
La diferencia de potencial entre dos puntos viene dada por:

A -
V. -V,=—| E-dl,
r,C

donde podemos elegir cualquier camino C. Lo mas sencillo es integrar a lo largo del
camino sefialado en el esquema de la seccion transversal del cable (en la direccién
radial), donde E es paralelo y de sentido opuesto a dI

V, -V, =—["E-di = ["E-dr=[" 2 dr = 2L (ing —Inr) =10° v
; f L TEE, EoE,

fo

Despejemos p, para obtener la condicion que ha de cumplir r :

_ 10%ge,
r.(Inr,—Inr,)

r,>e*"®%% ~0.0054 m=5.4 mm

Asi que el conductor externo debe tener un radio interior menor o igual que 5.4 mm,
para asegurar que el campo eléctrico en el aislante no supera el 25% de su rigidez
dieléctrica.

ol <£&,5-10° = Inr,—Inr,>1 =
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® Ejercicio 19

+ + + +
dieléctrico de permitividad
dieléctrica relativa. &,

Q

Se nos pide la capacidad, C, que se obtiene como C =V Calcularemos V a

partir del campo e integrando.
Suponiendo que las cargas se distribuyen uniformemente tendremos una densidad

superficial en cada placa + p, y — p,, donde:

Q:,DS‘S _)ps:%

Las condiciones de contorno entre el dieléctrico y las placas vienen dadas por:

Elt :EZt :0_)E1:E1H;E2:E2n
(Dln_DZn)zps

indicando con 1 el dieléctrico y con 2 el metal. Como en los metales no existe campo en

su interior:
E,,=E,=0 —> D,,=¢-E,=¢-E =p;

Entonces, como ¢ = €oér

Célculo de V15

v12=y}Edy=T[dy Q}=T( Qyay-Lf L ay-
0 &S -

y=0 0 &€, S

0~ 2
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d 2 2
3d° -
=2 .[ zy dy = ? 2
ES 3d &S5 -3d

d
I3d2 —yidy =
0

0
d

0

Q ; 2 ; 2 Q 2 d) Yy
= 3d“dy — dy |= 3d2?. _J
3¢,5d? L[ y !y y} 3508d{ (y |°) 3

" 36,502 3| 3¢5d°| 3 | 3¢5d°| 3
8Qd . .
= oltios
12 9808 (\/ )

Calcularemos ahora la capacidad como:

c-Q_ Q _Q9-55_ 98 - 98
v 8Qd 8Qd 8d ’
9¢,S

(Faradios)

Q {Sdg_ds} Q [9d3—d3} Q [8d3}=Q-8d32=8Qd v,
9¢,5d°  9¢,S
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® Ejercicio 20

Segun los datos del problema tenemos la siguiente distribucion:

Z

a) Para determinar el campo eléctrico (E), el desplazamiento eléctrico (D) yeel
vector polarizacion (P ), utilizaremos las siguientes relaciones:

D=gE+P (ecuacion 1)

D=¢E (ecuacion 2)

VD = p, (ecuacion 3)

El enunciado nos dice que el dieléctrico no contiene cargas libres en su interior.

Como el problema es unidimensional, la ecuacion 3 implica que D es constante
dentro del condensador:

§D=@=O—>D=cte

oy

Por otro lado, como el campo es conservativo:

CAV =V,
E[E-dl=—AV,donde {Csye[o,d]

De la ecuacién 2 despejamos E y sustituyendo el resultado en la integral
anterior:
dl =dy
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®» | O

D =cte
dl =V,, donde { g:go+dl

|

D¢ D Y\ D
- —=V —dIn+2)|, =V V,=—dIn(2
%£a+Wd) o= -ain Dk =Vo =V, 5412
D:V‘)g0 :5:V&°é
d In(2) din(2)

La expresion obtenida para D la sustituimos en la ecuacion 2 y asi conseguimos
determinar E:

D Dz\idm(z) B vV
E=—,con % —— E-= 0 a,
£ 8280% dIn(2)[L+y/d]

Despejando el vector de polarizacion en la ecuacidn 1, y sustituyendo las
expresiones halladas para D y E, se tiene que:

P=D-gE
o Vet ¥ 5 Vet Y .
din(2) d+y din(2) d+y ”’

b) Calculo de las densidades de polarizacion.

- Densidad de carga volumétrica:

Py =—VP

P _ _Vobo 1

_p-_P_
& I (d+y)?

- Densidad de carga superficial en el dieléctrico:  pp, = P-d@
(1) en el origen, y=0:
) =
=—-" .7 (-a)= 0
Pes = din@ d+ ) ) =2
(2) en y=d:

Vobo  (d) Voo
= a = a
P SN2 d+(d) *  2dIn@) "

¢) Calculo de la capacidad.

Q

Utilizaremos la siguiente formula: =V
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Donde AV =V,,y Q es la carga en cada placa, que vendra dada por:
Qv = pSA
Siendo p, la densidad superficial de cargas libres en las placas, y A la

superficie de dichas placas. Por otro lado, sabemos que a partir de la condicién de
contorno para el desplazamiento eléctrico entre cada placa y el dieléctrico, se

cumple para p; :
Dln - DZn = Ps

Como en un metal el campo eléctrico es nulo: D,, = &,-E,, =0

Por coincidir la componente normal del campo eléctrico con su modulo. Asi,
V. & AV, g
= 0~0 QV = IOS A = Z70%0 .
dIn(2) dIn(2)
(Para la carga de la segunda placa, el resultado seria lo mismo con el signo
opuesto, ya que D, seria el del metal y D,, el del dieléctrico).

Ps

Una vez calculada la carga, la capacidad del condensador sera:

Q  AVyg/dIn(2)  Ag,

C= -
AV A dIn(2)
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® Ejercicio 21
Expresiones que contienen PO, Y P,

—

a VD=p , como D:(50E+§) queda @(goﬁjtﬁ):pv llegando a
V&,E+VP=p . Con la consideracién de que VP=—p, obtenemos:

Ve,E - pp, = 0O,

b) ﬁEsz +va
&o

Ahora bien, segun el enunciado del problema P, = 0, cuya sustitucion en cualquiera de
las ecuaciones anteriores nos da el resultado de:

&VE = pp, |
Con lo que demostramos que en un dieléctrico existe densidad volumétrica de carga

ligada en ausencia de carga libre. Ahora obtengamos su valor. Al ser el medio lineal se
cumple:

D=¢E,
expresion que llevada a las ecuaciones del principio lleva a que
V(e£)=0.
Desarrollando el operador V , al ser el medio no homogéneo:
&VE +EVe =0 ,
quedando finalmente la expresion
ﬁé _ - EVe ’
&
que sustituida en
‘c“Oﬁﬁ = va

se obtiene

Haciendo el cambio ¢ = ¢g,¢, se llega al resultado final:
- Eﬁgogr
ol =™ |T Pry
£,

cuya simplificacién es igual al resultado de las soluciones:

[_E@QJ
80 = va
&,
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® Ejercicio 22

Nos piden la relacion de la permitividad relativa que
permita que el mddulo del campo sea independiente de r. Para
ello hallaremos primero el campo eléctrico entre los dos
cilindros, suponiendo que en la superficie externa del conductor
interior hay una carga superficial -Q, y en la superficie interna
del conductor exterior +Q

L

Sabiendo que:

D=sE e=¢6¢  —  D=ggsE
Por el postulado fundamental:

D dS=Q,

~

/ \
{—— >
\E\\\-_’//:l/
| El,
| |
| r|i
| s |
| —>| |
. L

Donde S representa la superficie a trazos de la figura (la suma de las tapas mas el
lateral). En las tapas el vector D es perpendicular al vector dS Y por lo tanto se anulan.

Por lo tanto, s6lo se calcula el flujo a través de la superficie lateral.

q dS

D,
L @‘
v d§

[DdS =D [dS =DS,, =D2arL
sIateral SIaleral
D27Zf|_=QV D:gogrEjE:L
2nrle,es,
Para que E sea independiente del radio, el dieléctrico ha de ser sea inhomogéneo, con:
1 K
E C—— |l& =—
r r
Con lo que el campo queda: E = Lér
27KLe,e,

Ahora nos preguntan por la densidad volumétrica de carga.

r 272KL

Poy =—VP = —ﬁ(go .(gr _1), E): _§[k—r Q

Q _(k—-r _ Q 1 o K—r
= — AV .ar = — . —| r -
27KL r 27KL r oz r
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® Ejercicio 23

Un electrete es un dieléctrico que se conserva polarizado
indefinidamente, después de ser sometido a un campo
eléctrico intenso. La polarizacion da lugar a una carga
positiva neta en una de las caras y negativa en la otra.

Teniendo en cuenta que

P=P*Q,

y que la carga por unidad de &rea sobre la superficie de un
material polarizado es igual a la componente de la polarizacion que esta en la direccion
de la normal a la superficie del material, podemos considerar que P=o,( en la cara
superior).

En el interior del electrete, al ser la polarizacion uniforme, no existe densidad
volumétrica de carga de polarizacion.

Asi pues, para resolver el problema vamos a calcular primeramente el campo debido a
un disco con densidad superficial o, en los puntos de su eje.

4

dS =r*de*dr' |F—F'|:(zz +r.z)%

El campo buscado solamente tiene componente z.

R

2r R * ! '
1 o,z*rdr o, 7 o, 1 |Z|

: :%0 (PO (22+r'2)% _230 _(22+I"2)% :280 (22+R2)%

E

0
Nota : La integral se ha resuelto mediante el cambio de variable siguiente: z* +r'* =t?

El resultado es :
E=E,i, (porencima del disco)

E=—E,i, (pordebajo del disco)
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Ahora vamos a calcular el campo E en un punto del eje fuera del electrete. Para ello
nos damos cuenta de que el campo buscado es igual a la suma de los campos creados

por dos discos con densidades superficiales o, y —o, situados en z =ty z = 0,
respectivamente.

E,.=—2||1

- z-t {1;} a
25, -ty + Rz)y2 (22 + R?)?

Si operamos en la expresion anterior, cambiando o, por P, obtenemos:

S

z-t z _
0 - u,
2¢ 2 2 V2 2 2\
0 ((z—t)+R)y (z +R)y
El desplazamiento eléctrico D se calcula, de forma general, con la formula:
D=gE+P .
Para calcular D, tenemos que tener en cuenta que en la zona en que hay vacio el

vector P se anula. El resultado es por tanto:

D, = ¢E,

0

Ahora vamos a calcular el campo E en un punto del eje en el interior del electrete.
Operando de manera analoga al caso anterior, teniendo en cuenta que ahora los campos
son aditivos, se obtiene:

e t—z) z _
Ei:_p — 1_ ( — 1—— UZ:
2¢ ((t—z)2+R2)% [ (ZZ+R2)}/2J
_% |, t—z __-P 5 t—z

- 2¢,

z z _
((t—z)2+R2)}/2+(22+R2)% uz_zgo ((t—z)2+R2>}/2 (22+R2)}/2 -

Como el problema nos dice que el electrete es delgado podemos hacer la siguiente
aproximacion:
R>>t > R>>z y R>>(t-z) > R?>>7% yR?>> (t-2)°

Teniendo esto en cuenta, obtenemos lo siguiente :

E. i{z—t_—z—i}az :i{Z—%(t—z ; z)}ﬁz =i[2—i}az i(ﬁjm

" 2e, 2¢,17 RJ T 26, R

El desplazamiento eléctrico D, se calcula como: D, = g,E, + P

6-:80 ‘—P)(ZR—t]_'_IS:IS(—ZR'Ft-FZRj Pt

T, U R 2R " 2R
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® Ejercicio 24

Condiciones de contorno:

* Ein,t = Eout,t
* Din,n -D

out,n

=P =O:>Din,n =D

out,n

El problema no nos indica que existe carga libre en la superficie del dieléctrico,
por lo tanto, p, =0. También nos dice que el dieléctrico es homogeéneo, asi que,

asumiendo que también es isétropo, podemos afirmar que el medio es simple, por lo
que:

D=¢-E

Para poder demostrar las condiciones de contorno, tenemos que calcular el
campo tanto en el exterior y en el interior de la esfera. En coordenadas esféricas se tiene
que:

- N> 1ov>

E=W=--a,-——39,

R R 060

ya que no existe dependencia de los potenciales con ¢. Calculemos entonces el campo
en el interior:

_ —3E;Rcos 8 oV, _ 3E,cosé
" & +2 OR & +2
Vi, _ 3RE,(-send)
060 £ +2
E - 3E, cos & . 3E,(—senb) —

a
" (er + 2) R (6,+2) ¢
Ahora calculemos el campo en el exterior de la esfera:

3 _ 3 3

vV, = —E,c0s 8+ EO? o 1 % =—-E,cos0 - 2E03a R 1 cos @

R* & +2 oR R* ¢ +2

3 —

Now _ E,R-sené + EO? -'9'—1~(—sen0)
00 R® & +2
— 3 _ . 3 _ .
Eout = E, cosd 1+2i3- &1 ar — E,send 1_81_3.8r_1 a,

R & +2 R® g +2

Pero como estamos en la superficie (R = a), tenemos que el campo eléctrico en
el exterior de ella es:
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3E,s, cos@ ~  3E,(—send)
ar + do
+2 g +2

Eout(R = a) =

r

Ahora que hemos calculado el campo, comprobamos que se cumplen las
condiciones de contorno:

* Ein,t = Eout,t

E 3E, (—sendb)
n £q +2

E 3E, (—sendb)
out,t gR + 2

por lo que se cumple que las componentes tangenciales del campo son iguales.

* Din,n = Dout,n
3,6, E,CcOSH
Din,n :gogr Eln = .
& +2
3eg,6,E, cOSO
Doun = &0Eg = -
& +2

Con esto se demuestra que las condiciones de contorno en la superficie de la
esfera se cumplen.

Aclaraciones:

- La componente tangencial del campo depende, en esféricas, de los parametros &
y ¢. Al ser la componente ¢ nula, la inica componente que actia es 6.

- La componente normal del campo es la que depende del parametro R.

- En la expresion de la componente normal exterior, el pardmetro ¢, , puesto que
en el vacio su valor es 1, se corresponde al dieléctrico.
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® Ejercicio 25

En general, la expresion de la energia de un sistema discreto de cargas es la
siguiente:

W = Zq,v, donde Vi= potencial en la posicion i debido a las demas cargas
i=1

Para saber cual de las dos situaciones es mas estable hallamos la energia en las
dos situaciones, y aquella donde la energia es menor es la mas estable.

Situacién original:

_ {_m__i}:S_q
dre,| d 2d 3d | 24ze,d

v.o % {ﬂ+ﬂ_i}: 39
> dze,ld d 2d| 8ze,d

=L{i_i+ﬂ}=5_q
4rey | 3d 2d d | 24re,d

q
=7
Orlglnal qu i q 127Z'é‘od

Situacion tras el desplazamiento:

d dr2 3d/2

v 1 ]-4. 49 4 —q
" 4ze,| d 3d/2 3d| 6re,d
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v__Ytla, a af_ 55
2 4rgy|d  d/2 2d 8re,d

vo tla a a]_ -qg
3 47z, _3d/2 d/2 3d/2 27g,d

Y 4, 13d 2d 3d/2| 8mg,d
W = i Zn: qV = —17q q
desplazado 24 i 247[80d

Woesplazado €5 Menor que Wariginal. POr tanto, - el sistema es mas estable tras el
desplazamiento.
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® Ejercicio 26

Solucioén:

En el problema 4 obtuvimos los potenciales en las distintas regiones del sistema,
que son:

*Parar>R,:V =0
*ParaR, >r>R,:V =0

*ParaR, >r>R,:V _Q+Q -LH(RSJ

2ng L T
*ParaR2>r>R1:V:m'L{&]
27, L R,
*ParaR, >r>R:V = Q L, RiR; 9 -Ln&
2me,L R,r 2ng L R,
R,R ' R
*ParaR > 1V = —2 L == |+ Q Ll =2
2rme,L "\ R,R ) 27g,L "\ R,

El sistema es analogo a dos condensadores conectados en serie. La energia total
sera igual a la suma de la energia de cada uno de estos condensadores:

o= VR VR)= L L(Rﬁj

B 4re, L

o, =%(Q+Q')~[\/(R2)-V(R3)]=%. L(E_]

Por tanto, la energia total es:

1 ) R, N [ Re
a)T:a)l+a)2:4 {Q .Ln(Ej+(Q+Q) In[Rzﬂ

e,
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® Ejercicio 27

Para Realizar el célculo de la Energia electrostatica almacenada en el
sistema del problema 7, necesitaremos los siguientes valores calculados en el

mismo:

V, = Q i—i+i r<R,
dre,\ Ry R, Ry

V, = Q 1—i+i R <r<R,
dres\r R, R,

3= 3Q Rz srs= Rs

Are,R,

V, = Q r>R,
Are ¥

Para calcular la energia almacenada en el sistema, nos basamos en que este es
anadlogo a 2 condensadores en serie: uno entre los dos conductores, y otro entre el
conductor externo y el “infinito”. Por lo tanto, aplicamos en cada uno de ellos la
férmula de la energia para un condensador:

1
_1 _ 1o Qi 1 . 3) 3 | Q1 1
wl_zQ[V(Rl) V)] ZQLngO[Rl R2+R3J 47ngRJ Sﬁgo(Rl RZ]
1 B 21 3Q |_ 9Q°
@, =5 QM (R)-V(R,) 23Q{47ngRJ 87¢,R,

Sumando las energias resultantes obtenemos la energia Total:

Q*(1 1 9
0=0+0, = ——t+—
8re, \ R, R, R,
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® Ejercicio 28

&

En primer lugar debemos de darnos cuenta que para calcular el trabajo total tendremos
que calcular el trabajo para traer la carga Q desde el infinito y luego calcular el trabajo
para traer la carga Q + Q/2 desde el infinito. Una vez obtenidas estas dos cantidades
haremos la resta de WQ+Q/2 - WQ.

Para calcular dichos trabajos usaremos la formula:

W :%J.BEdv

Como podemos observar en la formula del trabajo necesitamos saber el valor del campo
para poder responder al problema.

Célculo del campo:

Observamos como hay tres regiones: una con R<R1, otra con R1 < R < R2 y la ultima
con R > R2. Calculemos el campo en cada una de las regiones. Como el problema tiene
simetria esférica aplicamos el Teorema de Gauss para el célculo del campo.

Regién con R > R2
@:jEJs:Ejds:EA;sz

E.47ZR2:Q/2—+Q

80
e X
87R%¢g,
Region R1< R <R2
® = [Eds=E[ds=E-4zR?
E-47zR2:2

€o

47R%¢
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Region de R<R1

En esta region no hay carga por lo que el campo va a ser cero. E =0

Una vez calculados los campos en las distintas regiones procedemos a calcular el
trabajo.

Calculos de los trabajos:
1e22
Wo =2 [DEdv

Como estamos en el vacio sabemos que :

—

D=¢,E
Entonces:

DE dv =22 [ E2dy
Jpear-3]

- Energiade Q
El diferencial de volumen es: dv =47R*dR y el campo serd el de la region R>R1.

- 2
WQZ%IBEdv=%IE2dV=g—°I{ Q j.47zR2.dR= Q’

2 2\ 4nR%g, 8meyR,
- Energiade Qy Q/2
& R2 Q & o 3Q QZ QZ 9R 2
W(.\HQ,Z:—("[;d2 v+—°j ~dv = - + L
2 2 4rme R 2 ,87g,R 8me,R, 8me,R, 27 R,

Una vez obtenidos las dos energias las restamos y obtenemos el trabajo realizado para
acumular sobre la superficie esférica de radio R2 una carga de Q/2.

2
W 5Q

AW =W =
327¢yR,

Q+Q/2
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® Ejercicio 29

a) Campo en funcién de la distancia al centro:

) =2 En0<r<R;
Como la densidad de carga, p, es uniforme en la
‘ esfera, de volumen V:

Qo
4/3-7-R}
Aplicando el teorema Gauss:

Q=pV=p=

I Eds= j E.gs=2V , donde, resolviendo la integral:

= ~-4/3ar®, quedando E; = Q - - y
4/3re,R; 4reyR,

=2 EnR; <r<Ry

J'E-d§=&:> Eam? =2 g=_0 u

& & drg,r?
2> Enr>R;
Es =0, ya que la carga total encerrada en las superficies esféricas para las que r
> R es cero, con lo cual si ho hay carga tampoco habra campo,

b) Energia electrostatica del sistema:
Como solo existe campo en la region 1 y en la region 2, la correspondiente energia

IR
electrostatica, cuya expresion depende directamente del E, vendra definida por los
limites de integracion correspondiente a las separaciones entre las regiones 1y 2. Por
otra parte, la expresion de la energia electrostatica creada por un sistema viene dada por:

1 2
W, =22 j EZ.dv
En donde calculando la energia de nuestro sistema obtenemos:

_1 Ry , ) R, ) , _l R1Q2~I’2'47zf2 5R1Q2'472f2 _
We_580|:!El -dar dI’+E!:E2 -Adar dr]—zgol‘gmdr'Fé[Wdr]—

2 (R 4 5R 2 2 5 Ru 5Ry 2
l‘90 2Qz Ir_Gdr+Ir7dr -9 j 6 +(_1) -9
2 872'80 0 Rl R, r 872'80 5. Rl 0 r R, 87TEOR
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¢) Si quitamos la mitad de la carga —Q de la capa esférica, ¢Cual sera la variacion de la
energia electrostatica del sistema?

iz Al quitar la carga —Q/2, la carga resultante sera -Q/2,
cosa que Unicamente afecta a Es, que deja de ser nulo.

‘ Ahora:
Q.

jE-d§=&:> E-4mr?="Y=
€o €o
/2 ~ -
— Es= Q_Z = E, =L2Ur
Are,r 8re, ¥
Por tanto, como consecuencia de que el campo eléctrico en la region 3 no es 0, la
variacion de energia electrostatica vendra determinada por:

0 2 2 2
AW, =1,90 [—Q 5 Agridr=— (—lj -
2 5R, (Sﬂé‘orz) 2mey \ I 1607¢yR
5R,
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® Ejercicio 30

Tenemos un condensador plano de superficie S y espesor d (separacion de las placas).
El condensador se carga con una diferencia de potencial de Vo. Nos piden hallar la
densidad de energia electroestatica. Para hallarla es necesario conocer el campo entre

las placas:

+ d - Por ser el campo uniforme, perpendicular a las placas:

i e—m | -

+

: _ eV

—> =

+ - d

: E

* . . . 1--

+ Hallamos primero la densidad volumétrica de carga, EDE'
Como D=¢,E:
aw,, 1 ) & VLZ

v 2 24
Multiplicando por el volumen total:Volumen =S-d,
W =gV
o2 d
En la segunda situacion introducimos una lamina metalica de espesor d/2 entre las dos
placas del condensador, tras haber desconectado la fuente de tension. Debemos hallar el
campo en las regiones 1y 2.

di4  di2 d/4
.
N - Como las cargas en las placas del condensador no han variado,
+ 1 1| - el campo debido a las placas, entre éstas y el metal (1),
* - Vv
+ 2 permanece constante: E, = EO . Obviamente, en el interior del
+
: metal el campo es nulo: E,=0. Por tanto, la densidad
¥ volumeétrica de energia en (1), sera:

dW,g =15‘0E2
dv. 2

2
_& Vo

242

y en (2) sera cero. El volumen ahora serd: Volumen = (% +%) S.Y laenergia:

2
& .V
W, =2g0
* 4 d
Por ultimo, la diferencia de energia entre ambas situaciones es :

V2 (1 1) & V,>°
e sG55

La pérdida de energia se traduce en el trabajo realizado por las placas al introducir la
lamina (o como el trabajo que seria necesario para sacar de nuevo la lamina metélica).



Electrostatica

® Ejercicio 31

+ -
+ — _ — -
+ El Ez El -
d= | ==
+ -
\"' w -
d
[
Y
a) Capacidad del condensador:
_Q
\

Q= Jpst: ps- A

Al tratarse de un condensador solo existira campo entre las placas del mismo.
Por tanto:

V= [Edl =E -(d-W)+E, W

Por Gauss (empelando como superficie gaussiana un cilindro en una de las
placas del condensador):

S A
$E,dS QAR _E . -D,
o <o
Por otro lado, sabemos que una condicion de contorno es: D,, - D,, = p, . Como
en la superficie del dieléctrico no hay carga libre: p, = 0, y teniendo en cuenta que el

vector desplazamiento eléctrico en este problema sélo se mueve en la direccion
perpendicular a las placas (componente normal) tenemos que:

E
D, =D,;¢,-D =¢,-¢ -D,;E, ==

r

Si sustituimos en el potencial:

V= El[d W+V—VJ_E1[ (d=W)+W ]

Con lo que capacidad sera:

Q. ps - A __EE A 3pF
V E-(d-W)+E,-W & -(d-W)+W
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b) Carga del condensador: sabemos que,
Q=ps-A

V.
vzg—E:[gr-(d ~W)+W]=E = &

& -(d-W)+Ww
ps =E & =161.10"
Q=032:.C

c) Energia almacenada:

Partiendo de la férmula general de la energia, podemos deducir una expresion
para la energia de un condensador.

We:%-jD-E-dv=3 [D-E-av

© cond.
Sabiendo que:
dv= A-dl

D= p
Sustituyendo se encuentre que:

1 1 1
We:E-A-jD-E-dI:E-A-D-jE-dI:E-A-D-V
1
2

1 Q 1
We==-Ap.-V===V2==.C.V?=160510"J
2 TP Vv 2

d) Calculamos los vectores campo, desplazamiento eléctrico y vector de

polarizacion:
B, =D, = & E,=161:10°3, &/ ,
- V-¢
E, = - 1818181824,
g (d-W)+W %n
. g y
E, = - 454545458, v
D, = & E,+P;P=D,- ‘90'E1: 0%2
D, =& E,+ P;P,=D,- 5 E=12105 %,

La representacion de estos vectores sera:

B £ P
El— —
o] - .
L
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Ejercicio 32

a) Hallar poen funciénde Qvy a.
R<a
En primer lugar aplicamos el teorema de Gauss generalizado:

j Dds = j D-S= 5Ej ds =E47R? €& “ecuacion niimero 1”

Q, = Jpvdv = Ipo %47szdR = p,2arR’ & “ecuacién nimero2”

Igualando la ecuacion 1 con la ecuacion 2, obtenemos:

E, = Pol a,
&2

R=a

Q=Qv(R=a)

De la ecuacion 2 obtenemos:
Q, = p,2m° .Por tanto:

_Q
Po 2l
Ahora nos falta calcular lo mismo pero para la region externa.
R>a
j Dds=Q, =Q - Q
[ Eds = ¢,E47R’ T g 4R?

b) Hallar la energia electrostatica del sistema:

1 1 a © l a ]
w =§IDEdv=E[IO ¢E,-Edv+| 5,E,- Ezdv} =§[5L Ef47R*dR +5, [ E2247zR2dR}

2
i . g, +2¢
= sustituyendo valores y calculando las integrales = Q&
2dma  ¢-¢

0
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® Ejercicio 33

Dividiremos el estudio de este problema en dos partes bien diferenciadas. Nos
centraremos en primer lugar en calcular la distribucion de potencial en la zona 0 < ¢
<a,yluegoenlaregion o < ¢ <27x.

Yo

,,J,,_| |

A continuacién vamos a realizar un par de consideraciones para simplificar
dicho problema. Debido a que los planos conductores son infinitos despreciamos los
efectos de borde y el grosor de dichos planos.

Debemos plantear unas ecuaciones que describan el comportamiento del
potencial en la figura anterior, y posteriormente calculamos su distribucion en ambas
regiones.

Partiremos de uno de los postulados fundamentales de la electrostatica.

VD =V(¢E) = p

En medios simples, ¢ escte. = V(¢E) = ¢VE. Como el campo eléctrico es
menos el gradiente del potencial (E =-VV ), la expresion anterior la podemos dejar de
la forma siguiente:

&VE=-¢V(VV) = -V = p

Teniendo en cuenta que no existen cargas libres en volumen, con lo cual p=0,
Ilegamos a la ecuacion de Laplace:

VAV =0 V¥ =0 = V(VV)=0

Usaremos coordenadas cilindricas para simplificar el calculo del potencial

Por todos es conocido que en cilindricas: VV =4 N g N, gV
r

—+-8,—+4a,—
" or Yop oz
Pero como en nuestro caso el potencial no depende de r ni de z:

vv =1 54
r o¢

Por tanto:
10V 1 o0 10V

vov)=vENan = Lo+ LAYy 2
V(VV)=V(F%a¢)_ r{ar(r 0)+a¢(r a¢)+az (0)}



Electrostatica

2 2 2
ﬁ(ﬁv):iﬂ — iﬂzo oV _

= —=0
r2 a¢2 r2 a¢2 a¢2

Para obtener el potencial en el circuito formado por los dos planos conductores,
bastaria con resolver la ecuacion resultante del procedimiento anterior.

1. 0<g¢<a:

ﬁ:cte = V=A¢+B
o¢

Incluyendo las condiciones de contorno: V(0) =0 y V(a)=Vo
De la primera obtenemos que B =0.

Delasegunda Vo=Aa = A=V,/a

La distribucion de potencial para esta zona de estudio seré:

v=o,
[04

2. a<@p<2r:

8—V:cte = V=C¢+D

o

Incluyendo las condiciones de contorno: V(a)=Vo y V(27x)=0

De la primera condicion Vo=Ca+D (1)
De la segunda se obtienef0=C27z+D =>D=-272C (2

Sustituyendo (2) en (1), obtenemos la expresion para la 22 zona.

Ca-27C=Vy = C((Z'Zﬂ'):Vo => C:_V—O
27 —a)
Por tanto:
-y
27 —a)

La distribucién del potencial sera:
V= -V, N 2 :
2r-a) (2r-a)




Electrostatica
® Ejercicio 34

Qs = Carga inducida por Q en la superficie del conductor.

Sy pS

P1

Para resolver este problema por el método de las imagenes, se debe sustituir el
conductor por una distribucién de carga para hacerlo méas sencillo, pero que siga
manteniendo las condiciones de contorno que habia con el conductor. En este caso, en la
superficie el potencial debe ser 0 porque esta conectado a tierra. Utilizaremos una carga
puntual imagen que situaremos dentro de la esfera conductora. A continuacion se

calculara el campo E, (campo eléctrico normal a la superficie) ya que sabemos que:

Q =[pds; p,=2E,

Q’= carga puntual imagen

Una vez sustituimos el conductor por la carga imagen, comprobamos que las
condiciones de contorno no han variado. En este caso debemos comprobar que el
potencial en cualquier punto donde se encontraba la superficie del conductor es 0.
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Primero lo comprobamos para P y Py:

VR)= 5ot o aop O
dre, D—a 4rze, a-—b
V(R,)= 1. e, 1. Q

)" 4ze, D+a 4ns, at+b

2
: : : a ., a
Resolviendo este sistema de ecuaciones hallamos: b= D Q'= ——[?

Para estos dos puntos se cumplen las condiciones de contorno, pero falta
comprobarlo para cualquier punto de la superficie de la esfera. Sea P3 un punto
cualquiera de la superficie de la esfera conductora. Por trigonometria:

V(- — .[9+Qj

Arey \ 1, T,

r,=+/D? +a?—2aDcos(180—0) r, =./a’ +b? —2abcos(180 - O)

cos(180 —#) = cosd

_ L Q " —aQ/D —~V(P,)=0
4ze, | JD? +a? —2aDcosd \/az a* .a°

+—2—2—0059
D D

V(P,)

Esto implica que Q’ esta bien situada. Una vez comprobado que se cumplen las
condiciones de contorno, debemos hallar V en un punto cualquiera.




Electrostatica

V(p)=—1 .[9+9J= 1 .[Q_aQ/DJ
ey \1r; 1, ) 4dme, 1y r,
a’ a’
r3:\/r3+D2+2rDcose rAZ\/rZJrF_erCOSg

Sabemos que el campo en la superficie seré: E, = E, (r = a)

2
aQ-(HacosH]
o _ 1 Q(r+D-cos9)+ D D

Engeneral: E, =——=
J ' or A4z, r, r,’
Con lo que:
= = Q D’ -a
E,=E(r=2a)= 7

4re,a (D2 +a’ +2aDcos6)
Q =[spds; ds=a’sendddlg;  S=0fgf"

La carga que aparece en la superficie coincide con la carga imagen Q’.



